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Motivacion
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Ecuaciones de campo de Einstein

La accién de Einstein-Hilbert es:
5= / d*xv—gR + / X LG V). (1)

Las ecuaciones de campo de Einstein

1
Ruw — ERgu,, =K’Ty.
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La accién en el formalismo métrico para teorias de gravedad
modificada f(R) es:

S= 2k2/d4x\/_f(R) /d4x£M(g,W,\IIM)

(2)
Las ecuaciones de campo en teorias de gravedad modificada f(R)

1
Y = F(R)Ru — §f(R)g;w

VuVuf'(R) + guOFf (R) = k* Ty
La gravedad de Einstein corresponde a f(R) = R*

uuuuuuu oA NACIONALbecooves

Guarnizo, Castaneda, Tejeiro (2010)
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Escalar de Ricci Constante

Seaf :R— R conf eC", r > 1. Supongamos también que el
escalar de Ricci R = Ry es una constante y f'(R) # 0. Entonces las
ecuaciones de campo para las teorias de gravedad modificada f(R) en
el vacio se reducen a:

@ Relatividad general sin constante cosmoldgica, si Ry = 0.

@ Relatividad general con constante cosmoldgica, si Ry # 0.

uuuuuuu oA NACIONALoecooms
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Demostracién: Dado que Ry es constante f(Rp) y f'(Ro) también lo
son, por lo tanto V,V,f'(Ry) = 0, Of'(Ry) = 0. Asi las ecuaciones
de campo y la traza en el vacio quedan respectivamente como:

1
F'(Ro)Ruw — 5 (Ro)gius =0, G
f'(Ro)Ro — 2f(Ro) = 0. (4)
® Si Ry = 0 entonces de (4), f(Ro) =0, y por (3) Ru, =0, lo que

se reduce a GR sin constante cosmoldgica.
® Si Ry # 0 entonces de (4) f(Ry) = f'(Ro)Ro/2 por lo tanto (3)

queda como
1 /f(Ro)R
= () =0

1
f/(RO) (R,Lw - ZROg,uu) =0

uuuuuuu oA NACIONALoecoomas
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es decir )
pr - ZROg;w =0 (5)

que equivale a GR con constante cosmolégica A = %Ro. |
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La métrica mas general estdtica, esfericamente simétrica en una
variedad pseudo-Riemanniana puede ser escrita de la forma

ds? = —e"Ndr? 1 e dr? 4 r2d02. (6)

unversoroNACIONALbecooun

Daniel Molano, Fabian Villalba, Leonardo Cas Teoria Post Einstein 2 de marzo de 2021 14 / 39



e .. ..
0:200 :e”{[T(2n+n2—na)+

1

_a,':]:|f/
r

1 / 1. —apgl
3(21‘ fR)+2ne Rf}

1. . .. &
0=12n :[—1(2?7+772 —1a) + 7] f'

ea

1 . .1 .
3 (Ef - f’R) — "R? — f"R+ Zae “Rf"

-2
— f'/
2 € )
r2(1 .
+_

Daniel Molano, Fabian Villalba, Leonardo Cas

Teoria Post Einstein

«40O0>» 4F>» «=» « E>»

25N 84
2 de marzo de 2021 15 / 39



.. fUREH 'R 2r92f
n+a= — = .
LA 3 2f" + ro, !
r + 2
Consideremos ahora el modelo f(R)

R + \R2, entonces
~R"+ 3 (n +a )R

(n' + o)
(T’J’_ ) 2)\r )
2 Re®
R' LR |Z( — & ol A
+R[G0r-ar+ 2] - B o,
R 129" + r?n? — rPn'a’ + 4n'r — 4a/r — 4e™ + 4
2 r2ex

I
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Siguiente

@ Teoria de perturbaciones
Definicién y series de Taylor
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Definicién y series de Taylor

N=RxM

2

E(grTr) = 0=,
Mo

&(go,70) =0

)\2
Ty =To+ ALx T + 57 LET +-

© O Q@
=STHAT+5; T+ =To+" AT,

(11)
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Ecuaciones en el vacio y Teoria post-Einstein

o S =0
g =0
My A
Mo

N=RxM

M 2w M
D
Tab=0— Gop = TD) (12)
2
2Geroch (1969).
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Sean Py Q dos tensores

© (1) 1, (2)

= PAAP+Y P+ (13)
S0 @ ,0
Q =Q+AQ+Y Q+-- (14)

de aqui se puede ver que

PG — i:: i;_ ( ) ()("Q') (15)

Por lo tanto el n-esimo orden de la multiplicacién de Py Q es

(n)

n i) (n—i)
Pcozz(:.’)%) Q. (16)
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— - - 1- - - - - -
zm/: ! ;u/__fg;w_vuvu I+_p,1/|:| ! (17)

2
Donde
_ 0 (1) (2)
Ffoo=FHAF 4+ (18)
_ @ O ,2
R D [ = (19)
_ (0) (1) (2)
B = B +A Buv +§_!2 g+ (20)
_ (0) QRN C)
R[LV - R/J.l/ +A Rﬂy +7 R/J‘y—i_' . (21)
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Ecuaciones de Campo a orden n

(m) 20 /n\ D=0 1 /p\ ()(n—i)
S50
i=0

(n) (n—1)
- V.V, f’+2() G Va f’

) (22)
(- UK
+ZZ< )( ) g 8"
i=0 k=0
(k) (k= ’) (0

-{VQV[g — ) af V,g f’}

3
*Nakamura (2014).
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Sea ¥ .5 = 0 las ecuaciones de campo en TGM f(R) en el vacio para
el modelo f(R) = R 4+ AR?, entonces ¥ ,;, = G.p, en el vacio.

unversowoNACIONALbecoou
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(n) (n)
Demostraremos primero que ¥, = G,,,.. Por induccién tenemos que
Caso n=0,
©  ©© 1) (0) (0)
wr = ' Ry D) f gu—VuV, f' +g,0f (23)
reemplazando
© (0 1 (0) 0) © 10 @
Z,ul/: R,ul/ 5 g;u/ v \4 1+g,u1/|:|1— 71 7 Euv = G;u/
(24)
Tomando la traza y bajo la suposiciéon que es en el vacio tenemos que
(0) (0)
=0y R=0
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Caso n=1
» O OO 1,00 ©/q
Z/Jl/:fI Rp,l/+ f’ RMV_E(fgp,y+ fg/J.V)

[CO Y 0)
—~ V.V, '+ Cu® Vo
(0) (1) (0)
1 0
+ e OF 460 g Vs f!

(0) oo O (o
+ &) g [VaVs F + Cop Vs F]

(0) (0)
Dado que R,, =0y R = 0 entonces

m» O 1mE O
ZMV = R;u/ _5 R Buv = Ly (25)

(1) (1)
tomando la traza tenemos que R, =0y R =0




(1) ()
Supongamos que ¥, = G, y para todo i =0,...,ny veamos que
(n+1)  (n+1) ) (1)
Y, = Gy . Tomando la traza en las ecuaciones G,,, = 0 tenemos
(1) (i)
que R,, =0y R =0 para todo i =0,. .., n. Reescribiremos (22)
(0) (0)

sacando los términos que contienen f y f’
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(1) mlrp 41\ (i=1) (n=ie1)
ZMV :Z[( I )2[ R/'”’ Ruy
i=1

1/ne1\ [0 < [i— 1) (M) G=m=1)\ (o—it1)
()RR ()RR e

m=0

() ot 1\ (n=i+1) (i-1)
—2(n+1)V,V, R+Z( nt ) Cu® Va2i R

i=1

n_isrq) (=K
+22(”+1)()(g$”gaﬂ

i=141 k=1

(k=1) &Lk B -y
.[vav52k R _/;(’) Cap® Vi2l R ]
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Aplicando la hipétesis de induccién, es decir usando el hecho que

() (1)
R, =0y R =0 paratodoi=0,...,n, entonces tenemos
(n+1) 1 (0) (n+1) (IH-l)
2 g,ul/ R — G/J,l/ (26)
. (n+1) (n+1)
y por lo tanto aplicando la traza, R,, =0y R = 0. Hemos
(n) (n)
demostrado que ¥, = G, por lo tanto
- (0) (1 A2 (2 (0) M A2 0O -
Y=Y AT, + o Yt =Gy A GIW—{—E G+ =Gy
(27)
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- © @
Podemos entonces expandir ¥ = ¢ +\ ¥ +

)
é—f U +---, asi
) (0
f=R paran=0 (28)
(m (n)  (n=1)
f=R+n ¥ paran>1 (29)
también

(0)
f'=1paran=0 (30)

(n) (n—1)

f'=n ¥ paran>1
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Ahora

© M A©
7(R) W(R+>\R+2I R+--+)
0 W Azro2w ) 2)
=V(R)+ 2\ A—[a__wﬁﬂ o ]
AR aR2" AR
3 [aﬁv gg LPT QW ov (;)] .
OR3 OR? OR
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Entonces

0 0 (0)
(f): (R) 71,

CONN ) (0) @) (0)
f=R+Y(R) f' =v'(R),

@ 0) (1) @) 0) (1)
f=R+¥Y(R)R f' =20"(R) R

(32)

(n) (n)
El termino n esimo de f sera R mas una combinacién sumas de

productos de derivadas de ¥ con respecto R y diferentes ordenes del

(i
escalar de curvatura R para i =0,...,n— 1. Asi mismo el termino
. (n) . .
n-esimo de f’ sera combinaciones de sumas de productos de
(i)
diferentes ordenes del escalar de curvatura R parai=0,...,n— 1.

uuuuuuu oA NACIONALoecoomas
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(n) (n)
veamos por induccién que ¥, = G,,,. Asi a orden cero en ZW

tenemos ©) ) 0
1 (0) (0)
Y = R —5 8w = G (33)
A primer orden
(1) ™ 1 @O (© © o _©

Y =Ruw ) gu(R+W)—=V,V, ¥ +g, 00 (34)

Si ¥(0) = 0 entonces

Ty = R = & R = Gy (3)
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Ahora supongamos que se cumple para ny veamos que se cumple
(1) Q)
para n+ 1, esto es, asumamos que ¥, = G, y para todo
(n+1)  (n+1)
i=0,...,nyveamos que 2 ,, = G, . Tomando la traza en las
() (1) (i)
ecuaciones G, = 0 tenemos que R, =0y R = 0 para todo
i=0,...,n. Asi por las propiedades (32) tenemos,

(0) (0)
=0 =1,
(36)

f = f =0,

parai=1,...,n.
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Para n+ 1 de la formula (22) se tiene

(n+1) n+1\ Q0+ 1 /p41\ (14+1) (0)
() PR e

(n+1) 1 (n41) (o)  (n+1)
:R/,w _5 R 8w = Gu .

(n) (n) o (n+1) (n+1) }
Asi¥,, = G,, y también R, =0y ¥ = 0. Finalmente
_ (0) (1 A2 (2 (0) 1 A2 O -
z;w:z,u,l/"i‘)\zp,z/"i‘a ,u,l/+"'2 Gpu"‘)\Gpu"’E G;w+ = Luv
(37)
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Discusion

‘80

Vacum f(R)

solutions
Vacum GR different of
. GR
solutions ]
solutions

Solutions are
disconnected
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Conclusiones

o Los campos tensoriales en la variedad N usualmente estan
restringidos por las ecuaciones de campo de Einstein. En nuestro
caso ampliamos las posibilidades y restringimos los campos
tensoriales a TGM f(R).
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Conclusiones

o Los campos tensoriales en la variedad N usualmente estan
restringidos por las ecuaciones de campo de Einstein. En nuestro
caso ampliamos las posibilidades y restringimos los campos
tensoriales a TGM f(R).

e Se estudian las ecuaciones en el vacio y se obtienen
caracteristicas generales de las soluciones y se abre la posibilidad
de aplicar la teoria de perturbaciones para comparar soluciones en
TGM con RG.
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Resumen
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