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Ecuaciones de campo de Einstein

La acción de Einstein-Hilbert es:

S =
1

2k2

∫
d4x
√
−gR +

∫
d4xLM(gµν ,ΨM). (1)

Las ecuaciones de campo de Einstein

Rµν −
1

2
Rgµν = κ2Tµν .
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La acción en el formalismo métrico para teoŕıas de gravedad
modificada f (R) es:

S =
1

2k2

∫
d4x
√
−gf (R) +

∫
d4xLM(gµν ,ΨM). (2)

Las ecuaciones de campo en teoŕıas de gravedad modificada f (R)

Σµν ≡ f ′(R)Rµν −
1

2
f (R)gµν −∇µ∇ν f

′(R) + gµν�f ′(R) = κ2Tµν .

La gravedad de Einstein corresponde a f (R) = R1

1Guarnizo, Castaneda, Tejeiro (2010).
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Escalar de Ricci Constante

Teorema

Sea f : R −→ R con f ∈ Cr , r ≥ 1. Supongamos también que el
escalar de Ricci R = R0 es una constante y f ′(R) 6= 0. Entonces las
ecuaciones de campo para las teoŕıas de gravedad modificada f (R) en
el vaćıo se reducen a:

1 Relatividad general sin constante cosmológica, si R0 = 0.

2 Relatividad general con constante cosmológica, si R0 6= 0.
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Demostración: Dado que R0 es constante f (R0) y f ′(R0) también lo
son, por lo tanto ∇µ∇ν f

′(R0) = 0, �f ′(R0) = 0. Aśı las ecuaciones
de campo y la traza en el vaćıo quedan respectivamente como:

f ′(R0)Rµν −
1

2
f (R0)gµν = 0, (3)

f ′(R0)R0 − 2f (R0) = 0. (4)

1 Si R0 = 0 entonces de (4), f (R0) = 0, y por (3) Rµν = 0, lo que
se reduce a GR sin constante cosmológica.

2 Si R0 6= 0 entonces de (4) f (R0) = f ′(R0)R0/2 por lo tanto (3)
queda como

f ′(R0)Rµν −
1

2

(
f ′(R0)R0

2

)
gµν = 0

f ′(R0)

(
Rµν −

1

4
R0gµν

)
= 0
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es decir

Rµν −
1

4
R0gµν = 0 (5)

que equivale a GR con constante cosmológica Λ = 1
4R0. �
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La métrica mas general estática, esfericamente simétrica en una
variedad pseudo-Riemanniana puede ser escrita de la forma

ds2 = −eη(r)dt2 + eα(r)dr2 + r2dΩ2. (6)
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0 = Σ00 =eη
{[

e−α

4
(2η̈ + η̇2 − η̇α̇) +

e−αη̇

r

]
f ′

− 1

3

(
1

2
f − f ′R

)
+

1

2
η̇e−αṘf ′′

}
0 = Σ11 =

[
−1

4
(2η̈ + η̇2 − η̇α̇) +

α̇

r

]
f ′

− eα

3

(
1

2
f − f ′R

)
− f ′′′Ṙ2 − f ′′R̈ +

1

2
α̇e−αṘf ′′

0 = Σ22 =

(
1 +
−η̇r + α̇r − 2

2
e−α

)
f ′

+
r2

3

(
1

2
f − f ′R

)
− r Ṙf ′′e−α
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η̇ + α̇ =
f ′′′Ṙ2 + f ′′R̈

f ′

r + f ′′Ṙ
2

=
2r∂2r f

′

2f ′ + r∂r f ′
. (7)

Consideremos ahora el modelo f (R) = R + λR2, entonces

− R ′′ +
1

2
(η′ + α′)R ′ − R

r
(η′ + α′) =

(η′ + α′)

2λr
, (8)

R ′′ + R ′
[

1

2
(η′ − α′) +

2

r

]
− Reα

6λ
= 0, (9)

R =
1

2

2r2η′′ + r2η′2 − r2η′α′ + 4η′r − 4α′r − 4eα + 4

r2eα
, (10)
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Definición y series de Taylor

X ∗λTλ =T0 + λLXT +
λ2

2!
L2XT + · · ·

=
(0)

T +λ
(1)

T +
λ2

2!

(2)

T + · · · = T0 + X∆Tλ

(11)
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Ecuaciones en el vaćıo y Teoŕıa post-Einstein

Σab = 0 −→ Gab = T
(D)
ab (12)

2

2Geroch (1969).
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Sean P̄ y Q̄ dos tensores

P̄ =
(0)

P +λ
(1)

P +λ2

2!

(2)

P + · · · (13)

Q̄ =
(0)

Q +λ
(1)

Q +λ2

2!

(2)

Q + · · · (14)

de aqúı se puede ver que

P̄Q̄ =
∞∑
n=0

λn

n!

n∑
i=0

(
n

i

)
(i)

P
(n−i)
Q (15)

Por lo tanto el n-esimo orden de la multiplicación de P̄ y Q̄ es

(n)

PQ =
n∑

i=0

(
n

i

)
(i)

P
(n−i)
Q . (16)
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Σ̄µν = f̄ ′R̄µν −
1

2
f̄ ḡµν − ∇̄µ∇̄ν f̄ ′ + ḡµν�̄f̄ ′ (17)

Donde

f̄ =
(0)

f +λ
(1)

f +λ2

2!

(2)

f + · · · (18)

f̄ ′ =
(0)

f ′ +λ
(1)

f ′ +λ2

2!

(2)

f ′ + · · · (19)

ḡµν =
(0)
gµν +λ

(1)
gµν +λ2

2!

(2)
gµν + · · · (20)

R̄µν =
(0)

Rµν +λ
(1)

Rµν +λ2

2!

(2)

Rµν + · · · (21)
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Ecuaciones de Campo a orden n

(n)

Σµν =
n∑

i=0

[(
n

i

) (i)

f ′
(n−i)
Rµν −

1

2

(
n

i

)
(i)

f
(n−i)
gµν

]

−∇µ∇ν

(n)

f ′ +
n∑

i=0

(
n

i

)
(n−i)
Cµν

α∇α

(i)

f ′

+
n∑

i=0

i∑
k=0

(
n

i

)(
i

k

)
(n−i)
gµν

(i−k)
gαβ

·
[
∇α∇β

(k)

f ′ −
k∑

l=0

(
k

l

) (k−l)
Cαβ

δ∇δ

(l)

f ′
]

(22)

3

3Nakamura (2014).
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Theorem

Sea Σ̄ab = 0 las ecuaciones de campo en TGM f (R) en el vaćıo para
el modelo f (R̄) = R̄ + λR̄2, entonces Σ̄ab = Ḡab en el vaćıo.
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Demostraremos primero que
(n)

Σµν =
(n)

Gµν . Por inducción tenemos que
Caso n=0,

(0)

Σµν =
(0)

f ′
(0)

Rµν −
1

2

(0)

f
(0)
gµν −∇µ∇ν

(0)

f ′ + gµν �
(0)

f ′ (23)

reemplazando

(0)

Σµν =
(0)

Rµν −
1

2

(0)

R
(0)
gµν −∇µ∇ν1 + gµν �1 =

(0)

Rµν −
1

2

(0)

R
(0)
gµν =

(0)

Gµν

(24)
Tomando la traza y bajo la suposición que es en el vaćıo tenemos que
(0)

Rµν = 0 y
(0)

R = 0.
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Caso n=1

(1)

Σµν =
(1)

f ′
(0)

Rµν +
(0)

f ′
(1)

Rµν −
1

2

( (1)
f

(0)
gµν +

(0)

f
(1)
gµν)

−∇µ∇ν

(1)

f ′ +
(1)

Cµν
α∇α

(0)

f ′

+
(1)
gµν �

(0)

f ′ +
(0)
gµν

(1)

gαβ∇α∇β

(0)

f ′

+
(0)
gµν

(0)

gαβ[∇α∇β

(1)

f ′ +
(1)

Cαβ
δ∇δ

(0)

f ′ ]

Dado que
(0)

Rµν = 0 y
(0)

R = 0 entonces

(1)

Σµν =
(1)

Rµν −
1

2

(1)

R
(0)
gµν =

(1)

Gµν (25)

tomando la traza tenemos que
(1)

Rµν = 0 y
(1)

R = 0
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Supongamos que
(i)

Σµν =
(i)

Gµν y para todo i = 0, . . . , n y veamos que
(n+1)

Σµν =
(n+1)

Gµν . Tomando la traza en las ecuaciones
(i)

Gµν = 0 tenemos

que
(i)

Rµν = 0 y
(i)

R = 0 para todo i = 0, . . . , n. Reescribiremos (22)

sacando los términos que contienen
(0)

f y
(0)

f ′
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(n+1)

Σµν =
n+1∑
i=1

[(
n + 1

i

)
2i

(i−1)
Rµν

(n−i−1)
Rµν

− 1

2

(
n + 1

i

)(
(i)

R +i
i∑

m=0

(
i − 1

m

)
(m)

R
(i−m−1)

R

)
(n−i+1)
gµν

]

− 2(n + 1)∇µ∇ν

(n)

R +
n+1∑
i=1

(
n + 1

i

)
(n−i+1)

Cµν
α ∇α2i

(i−1)
R

+
n∑

i=1+1

i∑
k=1

(
n + 1

i

)(
i

k

)
(n−i+1)
gµν

(i−k)
gαβ

·
[
∇α∇β2k

(k−1)
R −

k∑
l=1

(
k

l

) (k−l)
Cαβ

δ∇δ2l
(l−1)
R

]

+
(n+1)

Rµν −
1

2

(n)
gµν

(0)

R
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Aplicando la hipótesis de inducción, es decir usando el hecho que
(i)

Rµν = 0 y
(i)

R = 0 para todo i = 0, . . . , n, entonces tenemos

(n+1)

Rµν −
1

2

(0)
gµν

(n+1)

R =
(n+1)

Gµν (26)

y por lo tanto aplicando la traza,
(n+1)

Rµν = 0 y
(n+1)

R = 0. Hemos

demostrado que
(n)

Σµν =
(n)

Gµν , por lo tanto

Σ̄µν =
(0)

Σµν +λ
(1)

Σµν +
λ2

2!

(2)

Σµν + · · · =
(0)

Gµν +λ
(1)

Gµν +
λ2

2!

(2)

Gµν + · · · = Ḡµν

(27)
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Teorema

Sea Σ̄ab = 0 las ecuaciones de campo en TGM f (R) en el vaćıo para
el modelo f (R̄) = R̄ + λΨ(R̄) donde Ψ(0) = 0, entonces Σ̄ab = Ḡab

en el vaćıo.
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Podemos entonces expandir Ψ̄ =
(0)

Ψ +λ
(1)

Ψ +λ2

2!

(2)

Ψ + · · · , aśı

(0)

f =
(0)

R para n = 0 (28)

(n)

f =
(n)

R +n
(n−1)
Ψ para n ≥ 1 (29)

también

(0)

f ′ = 1 para n = 0 (30)

(n)

f ′ = n
(n−1)
Ψ ′ para n ≥ 1 (31)
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Ahora

Ψ(R̄) =Ψ(
(0)

R +λ
(1)

R +
λ2

2!

(2)

R + · · · )

=Ψ(
(0)

R ) + λ
∂Ψ

∂R̄

(1)

R +
λ2

2!

[
∂2Ψ

∂R̄2

(1)

R2 +
∂Ψ

∂R̄

(2)

R

]
+
λ3

3!

[
∂3Ψ

∂R̄3

(1)

R3 +3
∂2Ψ

∂R̄2

(2)

R
(1)

R +
∂Ψ

∂R̄

(3)

R

]
+ · · ·
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Entonces

(0)

f =
(0)

R
(0)

f ′ = 1,

(1)

f =
(1)

R +Ψ(
(0)

R )
(1)

f ′ = Ψ ′(
(0)

R ),

(2)

f =
(2)

R +Ψ ′(
(0)

R )
(1)

R
(2)

f ′ = 2Ψ ′′(
(0)

R )
(1)

R

...
....

(32)

El termino n esimo de
(n)

f sera
(n)

R mas una combinación sumas de
productos de derivadas de Ψ con respecto R y diferentes ordenes del

escalar de curvatura
(i)

R para i = 0, . . . , n − 1. Aśı mismo el termino

n-esimo de
(n)

f ′ sera combinaciones de sumas de productos de

diferentes ordenes del escalar de curvatura
(i)

R para i = 0, . . . , n − 1.
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veamos por inducción que
(n)

Σµν =
(n)

Gµν . Aśı a orden cero en Σ̄µν

tenemos
(0)

Σµν =
(0)

Rµν −
1

2

(0)
gµν

(0)

R =
(0)

Gµν (33)

A primer orden

(1)

Σµν =
(1)

Rµν −
1

2

(0)
gµν(

(1)

R +
(0)

Ψ )−∇µ∇ν

(0)

Ψ ′+
(0)
gµν �

(0)

Ψ ′ (34)

Si Ψ(0) = 0 entonces

(1)

Σµν =
(1)

Rµν −
1

2

(0)
gµν

(1)

R =
(1)

Gµν (35)
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Ahora supongamos que se cumple para n y veamos que se cumple

para n + 1, esto es, asumamos que
(i)

Σµν =
(i)

Gµν y para todo

i = 0, . . . , n y veamos que
(n+1)

Σµν =
(n+1)

Gµν . Tomando la traza en las

ecuaciones
(i)

Gµν = 0 tenemos que
(i)

Rµν = 0 y
(i)

R = 0 para todo
i = 0, . . . , n. Aśı por las propiedades (32) tenemos,

(0)

f = 0
(0)

f ′ = 1,

(i)

f =
(i)

R
(i)

f ′ = 0,

(36)

para i = 1, . . . , n.
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Para n + 1 de la formula (22) se tiene

(n+1)

Σµν =

[(
n + 1

0

) (0)

f ′
(n+1)

Rµν −
1

2

(
n + 1

n + 1

)
(n+1)

f
(0)
gµν

]
=

(n+1)

Rµν −
1

2

(n+1)

R
(0)
gµν =

(n+1)

Gµν .

Aśı
(n)

Σµν =
(n)

Gµν y también
(n+1)

Rµν = 0 y
(n+1)

Σ = 0. Finalmente

Σ̄µν =
(0)

Σµν +λ
(1)

Σµν +
λ2

2!

(2)

Σµν + · · · =
(0)

Gµν +λ
(1)

Gµν +
λ2

2!

(2)

Gµν + · · · = Ḡµν

(37)
�
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Discusión

Vacum GR  
solutions

Vacum f(R) 
solutions  

different of 
GR 

solutions

gλ
g0

Solutions are 
disconnected 
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Conclusiones

• Los campos tensoriales en la variedad N usualmente están
restringidos por las ecuaciones de campo de Einstein. En nuestro
caso ampliamos las posibilidades y restringimos los campos
tensoriales a TGM f (R).

• Se estudian las ecuaciones en el vaćıo y se obtienen
caracteŕısticas generales de las soluciones y se abre la posibilidad
de aplicar la teoŕıa de perturbaciones para comparar soluciones en
TGM con RG.
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• A. Guarnizo, L. Castañeda and J. M. Tejeiro. ”Boundary term in

metric f (R) gravity: field equations in the metric formalism“
Gen. Rel. Grav. 42 (2010):2713-2728.
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